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Kognitive Neurowissenschaft meets
Mathematikdidaktik

Interdisziplinédre Forschungsdesigns mit Perspektiven fiir die Didaktik
der Mathematik

Petra Géssinger*

Zusammenfassung

In diesem Artikel werden relevante Studien vorgestellt, die sich mit Schlisselfragen der kognitiven
Neurowissenschaften im Rahmen des Mathematiklernens befassen und deren Forschungsdesign sich an
multidisziplindren, innovativen Ansdtzen orientiert. Einen Schwerpunkt in der Darstellung bilden
Untersuchungen aus dem Bereich der Arithmetik und Raumvorstellung. Aufgrund der hohen Bedeutung fiir eine
zeitgemaRe Unterrichtsgestaltung wird der Rolle des Arbeitsgedachtnisses ein eigenes Kapitel gewidmet. Alle
beschriebenen Erkenntnisse werden hinsichtlich ihrer Praxisrelevanz erdrtert. Den Abschluss bilden eine
Diskussion Giber entstandene Impulse durch die Betrachtungen der interdisziplindaren Schnittstelle von kognitiven
Neurowissenschaften und Mathematikdidaktik sowie Schlussfolgerungen fiir kiinftige kooperative Projekte.

Abstract

In this article, appreciable studies are presented dealing with key questions of cognitive neuroscience in the
context of mathematics education and based on multidisciplinary and innovative approaches. The focus of the
presentation lies on arithmetic and spatial concepts. Due to the high importance for modern teaching design a
separate chapter is devoted to the role of working memory. All of the findings described are discussed in terms
of their practical relevance. It concludes with a discussion of the impulses created by considering the
interdisciplinary interface between cognitive neuroscience and mathematics didactics and conclusions for future
cooperative projects.
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1 Einleitende Uberlegungen

Der Terminus , Neurowissenschaften” ist jung. 1969 wurde die amerikanische Society of Neuroscience, ein
Zusammenschluss amerikanischer Neurowissenschaftlerinnen und -wissenschaftler, gegriindet. In den 1980er
Jahren stieg das Interesse an der Erforschung des Aufbaus und der Funktionsweise der zentralen Einheiten des
Nervensystems. 1990 rief der damalige amerikanische Prasident George W. Bush ,The Decade of the Brain“ aus.
Die Vertreterinnen und Vertreter der unterschiedlichen Forschungsrichtungen, die sich mit Untersuchungen zu
Aufbau und Leistung des Gehirns befassten, schlossen sich zusammen. Sie erkannten, dass die Funktionsweise
des Gehirns in den unterschiedlichen Bereichen nur durch eine interdisziplindre Herangehensweise verstanden
werden kann. Die Kombination von herkdmmlichen und innovativen Verfahren in unterschiedlichsten
Wissensbereichen sollte zu einer Synthese von Bekanntem und Neuem und zu zukunftsorientierten Sichtweisen
auf Lernprozesse fihren (Danzinger, 2008).
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Daher hat sich die psychologische Gedachtnisforschung in den letzten Jahrzehnten vermehrt an
neurowissenschaftlichen Befunden orientiert. Besonders die Integration Uberfachlicher Perspektiven in
bestehende Theorien und der Einsatz nicht-invasiver Methoden in der Forschung konnten die Erkenntnisse Gber
das Gedachtnis und das Lernen vertiefen, die Disziplin der kognitiven Neurowissenschaften etablierte sich.

Jede Fachdidaktik befindet sich —inhaltlich wie methodisch — in einem Wissensgeflige, zu dem unter anderem
die Fachwissenschaften, die Psychologie, die Pddagogik und die Neurowissenschaften gehoren. Wenn es auch
den spezifischen Status und die relative Autonomie der unterschiedlichen Fachdidaktiken zu betonen gilt, ist
dennoch zu prifen, wie und in welchem Ausmal die Einsichten liber die Funktionsweise des Gehirns die
Aufbereitung fachspezifischer Lerninhalte beeinflussen kdnnen. Ebenso wie die anderen Fachdidaktiken soll sich
auch die Didaktik der Mathematik nicht ohne die Impulse der kognitiven Neuropsychologie weiterentwickeln.

Die Diskussion um den praktischen Nutzen der Neurowissenschaften fiir den Unterricht wird nach wie vor
kontroversiell gefiihrt, die Anwendung neurowissenschaftlicher Erkenntnisse auf die Bildungsforschung und
Fachdidaktiken ist weiterhin umstritten. De Smedt argumentiert:

,While some scholars have argued that such applications are not possible (and will never be possible), others
have been more optimistic and suggest that these are possible, albeit under certain conditions, for example when
one aims to understand very basic cognitive processes. Concrete examples of these applications are increasing in
the emerging interdisciplinary field of mind, brain, and education or educational neuroscience, which posits itself
at the intersection of cognitive neuroscience, psychology, and educational research.” (De Smedt, 2018, S.1)

Die Dimension des interdisziplindreren Austausches basiert nach De Smedt auf der jeweiligen
Forschungsfrage. Sollen sehr spezifische kognitive Prozesse auf einer Mikroebene untersucht werden -
beispielsweise die unterschiedlichen mentalen Reprédsentationen bei der Anwendung spezifischer Strategien
zum Losen arithmetischer Problemstellungen — konnen diese nicht mit Hilfe von Tests, Fragebogen oder
Verhaltensbeobachtungen erfasst werden. Hier bedarf es der Methoden der Neurowissenschaften, um Elemente
des Mikroprozesses zu identifizieren und zu ergriinden (De Smedt & Grabner, 2015). Denn vielversprechende
Anwendungen der kognitiven Neurowissenschaften in der Bildungsforschung erfassen das Verstehen
biologischer Prozesse, die beim Erlernen schulrelevanter Fahigkeiten eine Rolle spielen, sowie die Urspriinge und
Besonderheiten atypischer Entwicklungen. Die Herausforderungen im Forschungsprozess betreffen die Relevanz
und Zielfokussiertheit der biologischen Erklarung mathematischen Lernens ebenso wie das Aufdecken maoglicher
Neuromythen. Die Neurowissenschaften nehmen jedoch nicht die Wirkungsweise globaler Interventionen auf
einer Makroebene in den Blick.

2 Ausgangslage

Die Motivation fiir das Verfassen dieses Artikels resultiert aus persénlichem Interesse und der Uberzeugung, dass
der wechselseitige Bezug der beiden Wissenschaftsdisziplinen Didaktik der Mathematik und kognitive
Neurowissenschaften nachhaltige Impulse bei der Gestaltung von Lernumgebungen im mathematischen Kontext
geben kann. Ziel ist es, in einer Ubersicht interdisziplindres Wissen aufzuarbeiten und offene Fragestellungen im
Kontext zu erfassen.

Ausgangspunkt bot eine Publikation von Daniel Ansari und lan Lyons in der Zeitschrift Mathematics Education
mit dem Titel ,,Cognitive neuroscience and mathematics learning: How far have we come? Where do we need to
go?“. Die beiden Autoren ziehen in dieser Veroffentlichung Bilanz Uber Fortschritte im Rahmen der
interdisziplindren Kooperation der Forschungsrichtungen der kognitiven Neurowissenschaften und der
Mathematikdidaktik zwischen 2010 und 2015 (Ansari & Lyons, 2016). Bereits 2010 zeigten Grabner und Ansari
themenspezifische methodologische Probleme und Grenzen der Kooperation auf. Finf Jahre spater wurden
Veranderungen im kollaborativen Zusammenwirken der beiden Forschungsfelder hinterfragt. Ansari und Lyons
identifizierten Fortschritte und zeigten Herausforderungen auf. 2010 beschrieben Grabner und Ansari zwei
Hauptprobleme in den von ihnen erfassten Studien (Grabner & Ansari, 2010). Zum einen waren die
Studienteilnehmerinnen und -teilnehmer zumeist Erwachsene, es fehlten Untersuchungen mit Kindern in
denjenigen Alterskohorten, in denen die zu untersuchenden mathematikspezifischen Kompetenzen erworben
werden. Zum anderen wurden viele der damals veroffentlichten Arbeiten mit Hilfe von hochkontrollierten
Verfahren der experimentellen Psychologie durchgefihrt, die zumeist wenig in den Kontext des mathematischen
Lernens und Denkens eingebettet waren und daher die mentalen Vorgdnge der Schilerinnen und Schiiler bei
mathematischen Aufgabenstellungen nicht abbilden konnten.
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Die Veranderungen, die Ansari und Lyons in den Arbeiten zwischen 2010 und 2015 aufzeigen, lassen eine
beeindruckende Zunahme der Themendiversitat der Forschungsfragen erkennen. In dem Zeitraum wurden
vielfdltige Zusammenhdnge zwischen Mathematikunterricht und kognitiven Neurowissenschaften von
multidisziplindren Forschungsgruppen aus differenten Landern untersucht. Die Autoren merken an, dass bei
vielen Arbeiten allgemeingiiltige neuronale Korrelate kognitiver Grundprinzipien, die den mathematischen
Prozessen im Gehirn zugrunde liegen, angesprochen werden. Fiir sie fehlen Modelle, die diese neurobiologischen
Veranderungen beim Mathematiklernen mit Verhaltensanderungen im mathematischen Tun in Verbindung
bringen und damit wechselseitige Bezlige von Verhaltens- und neuronalen Erklarungsebenen fiir die Praxis
nutzbar machen. Nach Ansicht der Autoren entnehmen wenige Publikationen ihre Themenstellungen aus
Gebieten, die sich aus den Herausforderungen im aktuellen Mathematikunterricht ableiten und damit fir
Mathematikpadagoginnen und -pddagogen relevant und nutzbar sind. Komplexe methodisch-didaktische
Elemente des Mathematikunterrichts aus der Sicht der Neurowissenschaften — beispielsweise inwiefern und in
welchem Verhaltnis die Prasentation spezifischer konkreter Unterrichtsinhalte mittels verbaler, visueller und
raumlicher Instruktionen erfolgen soll — bleiben unberiicksichtigt.

Nach Einschatzung von Daniel Ansari und lan Lyons misste die interdisziplindre Kooperation der
Forschungsrichtungen der kognitiven Neurowissenschaften und der Mathematikdidaktik die von De Smedt
angesprochene Mikroebene starker mit der Makroebene der Unterrichtpraxis und -entwicklung verbinden.
Solche Bemihungen haben sich in den letzten Jahrzehnten unter den Labels der ,Neuropaddagogik” und
,Neurodidaktik” formiert. Diese versuchen, Erkenntnisse Uber Funktionsmechanismen und
Entwicklungsprozesse des menschlichen Gehirns fiir die schulische Praxis aufzubereiten, konnten sich jedoch
bislang noch nicht als akademische Teildisziplinen im Wissenschaftsbetrieb etablieren und eine ,Scientific
Community” aufbauen (Goppel, 2014).

Auf Grundlage der vorangegangenen Ausfiihrungen soll in dieser Ubersichtsarbeit eine Auswahl an
interdisziplindren innovativen Ansatzen und Projekten der letzten Jahre angefiihrt werden, die versuchen, die
Schnittstelle zwischen den kognitiven Neurowissenschaften und der Mathematikdidaktik zu Uberwinden.
Besonderes Augenmerk wurde bei der Auswahl auf Studien gelegt, in denen relevante kognitive Prozesse fir den
Mathematikunterricht auf einer Mikroebene mit Bezug zum Unterrichtsgeschehen erforscht wurden und bei
welchen die Testpersonen Schiilerinnen und Schiiler unterschiedlichen Alters waren.

3 Algebra und Neurowissenschaften — Vom Zahlen und Rechnen

Rechnen ist eine Basiskomponente der Mathematik und eine neurokognitiv komplexe Leistung, die voraussetzt,
dass wir mit Zahlen sicher und kompetent umgehen kénnen. Ohne naher auf die unterschiedlichen Definitionen
von Mathematik einzugehen, wird hier Mathematik als Wissenschaft von Mustern und Strukturen verstanden,
als das Erkennen von Ordnungen, Beziehungen, Zusammenhangen, Abhdngigkeiten oder RegelmaRigkeiten von
Phanomenen, die Gber das Konkrete hinausgehen (Wittmann & Miller, 2012; Matter, 2017).

Erste Erkenntnisse von Kindern liber Gesetzmafigkeiten unseres Zahlensystems und dessen Ordnungsprinzip
bediirfen basaler Verarbeitungsprozesse numerischer Informationen und verlangen Einsichten in Muster und
Strukturen. Neurokognitive Forschungsergebnisse ermoglichen das Beschreiben dieser elementaren
Entwicklungsvorgange und zeigen, dass das Verstehen und Verarbeiten von Zahlen in Teilkomponenten zerfallt,
die es zu durchleuchten gilt.

3.1 Mentale Reprasentationen von natiirlichen Zahlen

Auch wenn Mathematik als herausragende kulturelle Leistung eng mit Sprache verbunden ist, finden sich
nicht nur beim Menschen grundlegende numerische Fahigkeiten, sondern auch bei Organismen ohne
Sprachvermégen, da diese in biologischen Vorldufersystemen wurzeln. Das Erfassen von numerischen
Kompetenzen wie Quantitat und Rang (Anzahl und serielle Position von Objekten) gelingt Menschen und Tieren
auch ohne Sprache, ist souverdn und beansprucht weitldufige kortikale Areale, insbesondere den
Prafrontalkortex und den interparietalen Sulcus (Cabeza et al., 1997). Es bedarf jedoch der Sprache, um ein
systematisches Zahlenkonzept durch die Verkniipfung von Beziehungen zwischen Zahlen auszubilden und dieses
im Sinne der Definition von Mathematik weiterzuentwickeln (Nieder, 2012).

Die nichtverbalen Reprasentationen erfahren fundamentale Transformationen durch das sich ontogenetisch
entwickelnde verbale Zahlvermogen, die Grundlage fiir das Rechnen und anspruchsvolle mathematisch-logische
Fahigkeiten. Die Analyse von Rechenvorgangen beschreibt das Rechnen als eine komplexe Fertigkeit, welche die
Vernetzung unterschiedlicher kognitiver Verarbeitungsprozeduren erfordert, in differenten Gehirnregionen
lokalisiertist und verschiedene Gedachtnissysteme beansprucht. Die Gedachtnisleistungen umfassen neben dem
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Erkennen und Verstehen der spezifischen Zahlen- oder Variablennotation und Rechenzeichen auch den Abruf
der im deklarativen und prozeduralen Gedachtnis gespeicherten Rechenfakten und -prozeduren (Nieder, 2012).

Richtet man den Fokus auf Erkenntnisse zur Zahlenverarbeitung und zum verbalen Zahlvermaogen, lassen sich
unterschiedliche Modelle extrahieren, die aufzeigen, in welcher Art und in welchen Strukturen Zahlen mental
reprasentiert sind (Willmes, 2012).

Das bekannteste theoretische Konstrukt, das sich mit den anatomisch-funktionalen Vorgangen beim Zahlen
und Rechnen beschiftigt, ist das Triple-Code-Modell von Stanislas Dehaene und Kollegen (Dehaene & Cohen,
1995, 1997; Dehaene et al., 2003, 2011; Willmes, 2012, Willmes et al., 2013), das auf Untersuchungen von
erwachsenen Probandinnen und Probanden basiert und funktionale Zahlenreprésentationen verschiedenen
neuronalen Gebieten zuordnet. Das Modell stellt die zurzeit einzige spezifische anatomisch-funktionale Theorie
der Zahlenverarbeitung dar, die neben einer internen visuell-arabischen Zahlform und einer auditiv-sprachlichen
Reprasentation von Zahlwoértern auch eine quantitative analoge GroRenreprasentation, also einen mentalen
orientierten Zahlenstrahl, annimmt. Wann immer Zahlenverarbeitung stattfindet, interagieren diese drei
neurokognitiven Komponenten, auf die noch genauer eingegangen werden soll.

Arbeiten von Shum et al. (2013) oder Grotheer et al. (2016) zeigen, dass zahlenverarbeitende Areale in
divergenten Regionen beider Gehirnhalften zu finden sind. Selbst die einfachste Zahlenverarbeitung ist auf
neuronaler Ebene eine komplexe Herausforderung, die mehr als eine Hirnregion beschaftigt.

Gehorte und gesprochene Zahlworter werden in den auditiv-verbalen Code transformiert, der
praphonologische Wortformen ohne numerische Bedeutung enthélt und bei dem Abruf von arithmetischem
Faktenwissen und dem fortlaufenden Zahlen aktiviert wird. Er umfasst beispielsweise die verbale Speicherung
von Zahlen (z.B. ,vier”), aber auch das kleine Einmaleins sowie alle auswendig gelernten Rechenfakten. Diese
Form der Verarbeitung findet sich im Gyrus angularis und in den linksseitig platzierten sprachverarbeitenden
Arealen des Gehirns (Willmes, 2012). Gelesene und geschriebene arabische Zahlen werden in dem visuell-
arabischen Code gespeichert. Um Zahlensymbole oder Zahlwérter (z.B. ,4“) erkennen zu kénnen, missen diese
visuell reprasentiert sein. Forschungsgruppen versuchten, die visuelle Verarbeitung von Zahlen, die dem ,,visual
number form area” (VNA) zugeordnet wird, genauer zu spezifizieren. Der visuell-arabische Zahlencode ist nach
Dehaene (Dehaene, 2011) fiir arabische Ziffern bilateral im okzipitotemporalen Ubergangsbereich — den
Schlafenlappen der Gehirnrinde — verortet und fiir geschriebene Zahlworter in der sylvischen Furche der linken
GroRhirnrinde lokalisiert. Von zentraler Bedeutung ist darlber hinaus der sprachunabhingige analoge
GroRencode, der in abstrakter Form Mengen- und GroBenvergleiche iber mentale raumliche Darstellungen
reprasentiert. Er wird fiir das Abschatzen von Rechenergebnissen, fiir Zahlenvergleiche, das Ordnen der Zahlen
nach ihrer GréRe, das Schatzen, das Einordnen von Plausibilitaten und das Erfassen kleiner Mengen (Subitizing)
aktiviert und ist bilateral im Sulcus parietalis lokalisiert, einer Region, in der raumliche Informationen und
Zusammenhdange verarbeitet werden (Dehaene et al., 2003).

In einer Metastudie konnte eine Forschungsgruppe um Kaufmann zeigen, dass sich die neuronale Aktivitat
beim Rechnen im Laufe der Entwicklung von den domaneniibergreifenden frontalen zu den parietalen Arealen
im Scheitellappen verschiebt (Kaufmann et al., 2011). Bei Kindern scheinen Frontalhirnfunktionen deutlich
starker aktiviert zu sein. Ein Erklarungsmuster ist die fehlende Automatisierung und Spezialisierung. Schilerinnen
und Schiler sind im Umgang mit Zahlen und beim Rechnen zunachst noch ungelibt. Mit zunehmender
Mechanisierung des basisnumerischen Wissens verschiebt sich auch die Auslastung der Gehirnstrukturen.

Das Verstandnis fiir Zahlen und Zahlenbeziehungen ist Grundlage fir die Entwicklung der Rechenkompetenz
im Grundschulalter. Aber nicht nur die erwdhnten, sondern auch eine Reihe anderer wissenschaftlich fundierter
Entwicklungsmodelle machen deutlich, dass sich bereits vor Schulantritt wichtige mathematische
Vorlauferkompetenzen herausbilden. Besondere didaktische Relevanz hat die Erstellung von Modellen im
Bereich der Zahl-GroRen-Verknipfung als Basis fiir weiterfiihrende mathematische Lernprozesse (u.a. Krajewsky,
2008, 2013; Sale et al.,, 2018). Das im Folgenden dargestellte Projekt wirft einen genauen Blick auf die
Repréasentation von Zahlen unterschiedlicher GroRe.

3.2 Mentale Zahlenreprasentationen aus fachdidaktischer Perspektive

Um empirische Evidenz fur die Wirkung der theoretischen Ansdtze zu erlangen und Grundlagen fir die
Entwicklung von Forderprogrammen zu schaffen, untersuchte eine deutsche Forschungsgruppe von 2009 bis
2012 im Rahmen des Projektes MenZa die spezifischen Effekte zweier unterschiedlicher instruktionaler Ansatze
zur Unterstiitzung des Aufbaus mentaler Zahlenreprdsentationen bei Schulanfiangerinnen und -anfangern
(Obersteiner et al., 2013). Das Forschungsdesign wurde auf Basis zweier Ansadtze entwickelt, die unterschiedliche
didaktische Ausrichtungen des Mathematikanfangsunterrichts favorisieren und sich auf die Annahme stiitzen,
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dass externe Reprasentationen von Zahlen Einfluss auf den Aufbau mentaler Modelle haben (u.a. Lorenz, 1992;
Schnotz, 2014).

Von dem mathematisch-didaktisch begriindeten Ansatz wird fiir den Anfangsunterricht die Verwendung
strukturierter Zahlendarstellungen zur Verdeutlichung der Zehnerstruktur und der prazisen Kodierung von
Anzahlen empfohlen. Didaktisches Hilfsmittel ist etwa das Zwanzigerfeld, auf dem Zahlen in einer Fiinfer- und
Zehnerstruktur dargestellt sind. Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen, Zahlendarstellungen aufgrund der
Struktur moglichst schnell zu erfassen. Aus der kognitionspsychologischen und neuropsychologischen Forschung
lasst sich dagegen ein Ansatz ableiten, der lineare Darstellungen — wie etwa anhand des Zahlenstrahls oder des
leeren Rechenstriches — befirwortet und damit die approximative Reprasentation numerischer GroRen starker
betont. Relationen zwischen Zahlen lassen sich als raumliche Abstdnde besonders gut veranschaulichen und
unterstiutzen Kinder, eine tragfdhige Vorstellung von GroRenbeziehungen aufzubauen. Mit den approximativen
Zahlensystemen und den Zahlenreprasentationen, die eine exakte Kodierung von Anzahlen erlauben, finden sich
in der Literatur zwei differente Reprasentationsformate fiir Zahlen, die auf unterschiedlichen Beobachtungen
beruhen (Dornheim, 2008). Prozesse, die den beiden Modellen zuzuordnen sind, existieren sowohl im frithen
Kindesalter als auch in Kulturen mit eingeschrankten sprachlichen Méglichkeiten zur Beschreibung von Anzahlen.
Es bleibt zu erforschen, inwiefern es sich dabei um zwei unabhéngige kognitive Systeme handelt.

Das Konzept der prazisen Anzahl-Reprasentation beruht auf der Basis des ,object-file’-Paradigmas und
besagt, dass wenige, deutlich erkennbare Einzelobjekte, beispielsweise Punktmengen, exakt erfasst,
reprasentiert und verarbeitet werden kdnnen. Erste prazise numerische Vergleiche finden sich schon bei sehr
jungen Kindern, die bereits zwischen einem und drei Objekten unterscheiden. Demgegeniiber steht die Theorie
der unprazisen Mengen-Reprasentation, das perzeptuelle Erkennen von Unterschieden in der rdaumlichen
Ausdehnung von Mengen. Dieses System ist Grundlage des Schatzens und erlaubt die naherungsweise
Beurteilung von diskreten oder kontinuierlichen Mengen als unterschiedlich oder gleich groR. Studien belegen
neuronale Grundlagen dieses ontogenetisch bereits sehr frih vorhandenen approximativen
Zahlenverstandnisses (u.a. Krajewski, 2008, Dornheim, 2008).

Aktuelle Unterrichtsmaterialien integrieren beide Modelle, wobei sich mit der Erweiterung des Zahlenraumes
der Schwerpunkt von strukturierten Mengendarstellungen hin zu linear-rdumlichen Reprasentationen
verschiebt. Im schulischen Bereich sind positive Auswirkungen beider Herangehensweisen auf
Basiskompetenzen wie beispielsweise die Automatisierung des elementaren Rechnens (1+1) sowie auf komplexe
Fahigkeiten einer flexiblen Strategiewahl bei wachsenden Anforderungen zu vermuten.

Auf diesem theoretischen Hintergrund verglichen Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler im Projekt
MenZa, ob die Forderung des schnellen Erkennens von Zahlen mit Hilfe des Zwanzigerfeldes in Verbindung mit
exaktem Rechnen oder aber der Umgang mit linearen Zahlendarstellungen in Verbindung mit Uberschlagen zu
groBeren Lernerfolgen fuhrt. Die Forschungsfrage wurde in zwei Teilstudien an tGber 200 Schilerinnen und
Schilern Uberpruft (Obersteiner et al., 2013). In Teilstudie 1 im Halbjahr des ersten Schuljahres verglichen die
Forscherinnen und Forscher die beiden Ansdtze in einem experimentellen Design mit 204 Kindern in zwei
Fordergruppen. Dabei wurde ermittelt, ob numerische Fahigkeiten im ersten Schuljahr durch kurzfristige
Interventionen mittels exakten beziehungsweise approximativen Ansatzes messbar gefordert werden kdnnen
und inwiefern sich diese Férderung auf allgemeine arithmetische Fahigkeiten auswirkt. In Teilstudie 2 wurden
Forderansatze im Rahmen einer erweiterten Lernumgebung fiir 265 rechenschwache Kinder im zweiten
Schuljahr implementiert. Ziel war es, festzustellen, inwiefern bei schwachen Schiilerinnen und Schilern durch
kurzfristige Interventionen die Férdereffekte auf basale numerische Fahigkeiten Ubertragen werden und
inwieweit die Unterstiitzung spezifisch bleibt oder auch tbergreifend wirkt. Angewandt wurde die Methode der
Nah-Infrarot-Spektroskopie (NIRS). Sie ist anwendungsfreundlicher als die funktionelle
Magnetresonanztomographie (fMRT), da im Sitzen gearbeitet werden kann und kleinere Bewegungen die
Auswertung nicht beeintrachtigen, wenn auch die aktiven Gehirnregionen weniger exakt abgebildet werden. Die
Ergebnisse von Teilstudie 1 zeigten einen signifikanten Leistungszuwachs zugunsten der Kinder der beiden
Fordergruppen. Dabei wurde ersichtlich, dass der approximative Ansatz auf approximative Fahigkeiten, der
exakte Ansatz auf das Quasisimultanerfassen wirkt. Die theoretischen Annahmen von unterschiedlichen
kognitiven Systemen scheinen durch die Resultate bestdtigt. Transfereffekte auf den jeweils anderen
Fahigkeitsbereich und auf allgemeine arithmetische Fahigkeiten konnten nur begrenzt nachgewiesen werden.
Auch das Zusammenwirken der beiden Reprdsentationen bedarf noch genauerer Forschungsbemiihungen.
Teilstudie 2 macht deutlich, dass beide Forderbedingungen gleichermallen geeignet sind, Leistungssteigerungen
bei rechenschwachen Kindern zu erwirken, die Interventionen zeigten jedoch aufgrund der Kurzfristigkeit geringe
Effekte. Eine langfristige Forderung mit spezifischem Training der Teilfdhigkeiten sowie ihrer expliziten
Verknlpfung scheint nach Angaben der Autorinnen und Autoren notwendig (Obersteiner et al., 2013).
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Aus fachdidaktischer Sicht wird die spezifische Wirkung der Verwendung von externen Reprasentationen wie
Zwanzigerfeld oder Zahlenstrahl auf die Lernprozesse der Schiilerinnen und Schiiler deutlich. Diese Erkenntnis
ist nicht neu, betont aber die im Anfangsunterricht oft unterschatzte Relevanz des Schéatzens und
Uberschlagrechnens.

3.3 Mentale Reprasentationen von irrationalen Zahlen

Das Projekt MenZa beschrankte sich auf die Erforschung mentaler Modelle natiirlicher Zahlen. Forschungen
zu mentalen Reprasentationen unter dem Aspekt von neuronalen anatomisch-funktionalen Korrelaten in Bezug
auf rationale, reelle oder komplexe Zahlen finden sich nicht. Daher wird nachstehend auf eine Publikation
verwiesen, die Forschungsperspektiven fir diesen Bereich aufzeigt.

Das Forschungsteam um Ludwig Bauer (Bauer et al., 2005) bat 55 Schiilerinnen einer 9. Jahrgangsklasse eines
Madchengymnasiums in Bayern, in Aufsatzen ihre subjektive Sicht zum Thema ,Irrationale Zahlen” nach der
Phase der Themeneinfiihrung zu reflektieren. Die Schiilerinnen gewannen in der ersten Unterrichtssequenz
Einsicht in die Darstellbarkeit irrationaler Zahlen durch unendliche, nicht periodische Dezimalbriiche.
Verbindungen zur Geometrie wurden durch die Darstellung der Lange der Diagonale im Einheitsquadrat
hergestellt. Mittels freier Textproduktion erfassten die Forscherinnen und Forscher die mentalen
Reprasentationen der Jugendlichen nach der Einflihrungsphase und versuchten, diese zu charakterisieren. Der
Auftrag an die Schilerinnen lautete, in 20 Minuten ihr Wissen Uber irrationale Zahlen darzulegen und zu
beschreiben, welche affektiven Prozesse und Emotionen die Bearbeitung der Stoffinhalte begleiteten. Die
Arbeiten wurden anhand von Kategorien themenspezifisch analysiert. In der Kategorie ,,Ontologie des Objekts”
— Ontologien werden hier als formal definierte Konzepte und Relationen verstanden (Anm. der Verf.) — erhob
man, in welcher Form die Schiilerinnen die mentalen Reprasentationen auf einer Metaebene abbilden. Konnte
ein schliussiges Zahlbegriffsverstandnis (,concept image”) aufgebaut werden, oder wurde das Objekt auf einen
mnemotechnisch abgespeicherten Defintionstext reduziert?

Fur das Konzept der Zahlenbereichserweiterung ist eine Verschrankung von unterschiedlichen Zugangen, in
denen irrationale Zahlen inhaltlich verankert sind, erforderlich: die Orientierung am formalen Wurzelgedanken,
die Betonung des Rechnens mit unendlichen Dezimalbriichen, das Wissen {iber die Eigenschaften transzendenter
Zahlen und die geometrische Darstellung von Strecken und deren Langen.

Die Untersuchungsergebnisse zeigen, dass subjektive Sichtweisen in Beug auf die Menge der irrationalen
Zahlen bei einem Grof3teil der Schilerinnen Uber die Differenzmenge geformt werden. Der Einbezug der
Geometrie, um die Existenz der Wurzel zu belegen, verstarkt die Probleme bei der Vorstellung, denn die
Elemente existieren mental ,als ,GroBen’, doch fehlen anscheinend Zahlen, die den ,Wert’ der GroRen
darstellen” (Bauer, 2005, S. 24). Zudem konnten wenige Schiilerinnen das Bild, dass die Zahlengerade Liicken
aufweist, in ihr ,concept image” integrieren. Schilerempfindungen zu irrationalen Zahlen werden durch den
Terminus ,unverniinftige Zahlen” beschrieben.

Offen bleiben Fragen von fachdidaktischem Interesse und Nutzen fur ein besseres Verstandnis der kognitiven
Prozesse im Bereich der Zahlenbereichserweiterung im unterrichtlichen Geschehen der Sekundarstufe.
Inwieweit kdnnen bereits vorhandene approximative oder prazise Reprdsentationen numerischer GroRen
aktiviert werden, um die geometrische Vorstellung im Rahmen der Ausweitung der Zahlenmenge zu
unterstitzen? Welche Bedeutung missen den Erkenntnissen der Kognitions- und Neuropsychologie im
Vermittlungsprozess attribuiert werden, die approximative Zahlenreprasentationen befiirworten? Oder wére es
zielfUhrender, fiir den Verstehensprozess auf ein préazises Zahlenverstandnis zurlickzugreifen? Kann im
Vermittlungsprozess in hoheren Schulstufen auf dem Konzept der mentalen Zahlengeraden aufgebaut werden?
Wiinschenswert widre eine Beantwortung durch die Zusammenarbeit mit Forschungsteams aus den
Neurowissenschaften.

3.4 Neuronale Korrelate mathematischen Denkens

Ein weiteres fiir die Thematik interessantes Forschungsprojekt wurde von 2007 bis 2008 in Deutschland
durchgefiihrt. Die Besonderheit des Projekts BrainMath bestand in der interdisziplindren Zusammenarbeit der
Fachbereiche Mathematikdidaktik, Neurophysiologie und Psychologie unter der Leitung von Kristina Reiss,
Andres Fallgatter und Reinhard Pekrun (Reiss et al., 2008). Ziel war es, die Zusammenhange zwischen neuronalen
Korrelaten mathematischen Denkens bei verschiedenen Aufgabenstellungen und in unterschiedlichen
Geflihlszustdnden zu erfassen. Die Stichprobe umfasste 73 Schilerinnen und Schiiler der vierten und achten
Klasse. Diese sollten unter anderem mathematische Aufgaben bearbeiten, welche sowohl in numerischer Form
als auch in kurzen Textaufgaben dargeboten wurden. Dariiber hinaus untersuchte die Forschungsgruppe anhand
von Verhaltensdaten den Einfluss von emotionalen Zustidnden auf die Mathematikleistung. Die Gehirnaktivitat
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wurde mit Hilfe der Nah-Infrarot Spektroskopie (NIRS) gemessen. Ergebnisse in Bezug auf numerische Aufgaben
und Textaufgaben sollten detaillierter dargestellt werden. Zunachst wurde in der Studie hinterfragt, inwiefern
die Reaktionszeit und die Losungsquote der Schiilerinnen und Schiler in den beiden genannten Altersstufen
variieren. Die Ergebnisse der beiden Versuchsgruppen unterschieden sich signifikant in der durchschnittlichen
Bearbeitungszeit pro Rechenaufgabe. Die jingeren Schilerinnen und Schiiler |6sten sowohl die numerischen als
auch die Textaufgaben langsamer. Beide Gruppen bendétigten fiir Textaufgaben, aber auch fiir Aufgabentypen
mit Zehneriberschreitung langer, wobei der Unterschied in der Bearbeitungszeit der unterschiedlichen
Prasentationsformate bei den Achtkldsslern im Vergleich zu den Viertklasslern deutlich kleiner war. Der Einfluss
des Aufgabentyps (mit und ohne Zehneriibertrag) auf die Trefferquote war in beiden Jahrgangsstufen
bedeutsam, Aufgaben ohne Zehneriiberschreitung wurden signifikant haufiger korrekt geldst, das
Prasentationsformat war unerheblich. In Bezug auf die Gehirnaktivierungen bei den zu rechnenden Aufgaben
hatten die Faktoren Prasentationsformat und Jahrgangsstufe keinen Einfluss. Die bereits in Vorstudien konsistent
gefundenen parietalen Aktivierungen wurden auch in dieser Studie sichtbar.

Bisherige Untersuchungen lassen erkennen, dass der Gefuhlszustand einen entscheidenden Einfluss auf
kognitive Prozesse und Problemldseverhalten hat. Die Forscherinnen und Forscher dieser Studie fragten daher
nach den Unterschieden in der Gehirnaktivierung in Abhdngigkeit von drei differenten emotionalen
Befindlichkeiten und fanden, dass der Effekt der Stimmung von der Art der Aufgabe abhing. Bei den numerischen
Aufgaben waren die Lésungszeiten fir alle drei emotionalen Bedingungen vergleichbar. Deutlich kiirzer war die
Losungsdauer der Textaufgaben bei positiven und negativen Stimmungsbedingungen. Die Anzahl der richtig
gelosten Textaufgaben fiel trotz rascherer Losung vergleichbar aus.

Die grundlegenden neuronalen Aktivierungsmuster weisen in den beiden getesteten Gruppen keine
signifikanten Unterschiede auf. Zu ergriinden bleibt, warum sich trotz einer pro Zeiteinheit gleichen Stimulation
die Reaktionszeiten zwischen Grund- und Realschilerinnen und -schiilern so deutlich unterscheiden. Die
Autorinnen und Autoren vermuten eine effektivere Bearbeitung der Aufgaben, aber auch eine bessere Nutzung
von Aktivierungs- und Deaktivierungsphasen. Uberraschend war die Verbesserung der Losungszeit sowohl durch
positive als auch durch negative Stimmung. Sie kdnnte nach Meinung der Autorinnen und Autoren ihren Grund
in einem Arousaleffekt haben. Inwiefern sich dieser allgemeine Grad der Aktivierung auch auf spezifische
Emotionen wie Trauer, Angst, aber auch Freude beim Losen von Mathematikaufgaben tbertragen lasst, bleibt
offen (Reiss et al., 2011).

Aus mathematikdidaktischer Sicht zeigen die Ergebnisse, dass die deutlich langer andauernden
Bearbeitungszeiten bei Textaufgaben und Aufgaben mit Zehneriiberschreitung in die Uberlegungen von
Lehrerinnen und Lehrern beim Erstellen von Haus- und Priifungsaufgaben einflieBen sollten.

Neben spezifischen Fragen zur Beteiligung unterschiedlicher kognitiver Systeme und ihrer Aktivierung beim
Mathematiklernen sind auch das Arbeitsgedachtnis und die Exekutive Kontrolle fiir das Erbringen von
mathematischen Leistungen von entscheidender Bedeutung.

4 Zur Relevanz des Arbeitsgedachtnisses und des Konstrukts der Exekutiven
Funktionen fiir die Mathematikdidaktik

Das Konzept des Kurzzeitgedachtnisses wurde seit den 80er Jahren des vorigen Jahrhunderts um das Modell des
Arbeitsspeichers erweitert, das die aktive und bewusste Verarbeitung von eingehenden Informationen aus den
sensorischen Registern beschreibt und diese mit den im Langzeitgedachtnis gespeicherten Informationen
verknupft. Diese Prozesse spielen beim L6sen mathematischer Aufgabenstellungen eine bedeutende Rolle.

Das zurzeit bedeutendste Modell des Arbeitsgedéchtnisses (working memory) stammt von Alan Baddeley
(Baddeley, 1992, 2012). Es umfasst zwei voneinander unabhangige Kurzzeitspeicher, die flexibel eingesetzt
werden konnen: den visuell-rdumlichen Notizblock zur Speicherung und Manipulation visueller rdumlicher
Informationen und die phonologische Schleife. Hier werden sprachliche Informationen mittels subvokalem
Rehearsalprozess gehalten und manipuliert. Eine Ergdnzung erfuhr das Modell von Baddeley um die
Jahrtausendwende durch den episodischen Puffer, der die Informationen aus den beiden Systemen integriert.
Eine vierte Komponente ist die Zentrale Exekutive. Sie ist Teil des Regulations- und Kontrollsystems in unserem
Gehirn, arbeitet situationsangepasst und ermoglicht zielorientiertes Handeln. Diese Fahigkeiten basieren auf
Kompetenzen, die unter dem Fachbegriff der Exekutiven Funktionen des Frontalkortex subsummiert werden. Die
Entwicklung der Exekutiven Funktionen beginnt im Sduglingsalter, die Reifungsvorgédnge setzen sich bis in die
spate Adoleszenz fort.
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Eine Ausdifferenzierung der beiden Speichersubsysteme illustriert Hasselhorn (Hasselhorn, 2017). Er ordnet
dem visuell-raumlichen Notizblock zwei separate Funktionsbereiche zu. Farb- und Forminformationen werden in
einem statischen visuellen Speicher gehalten bzw. modelliert. Daneben sorgt eine Art ,Inneren Sehens” bzw.
»lnneren Schreibens” dafiir, dass von der Zentralen Exekutive als wichtig und relevant befundene Informationen
vernetzt werden und Uber langere Zeitrdume prasent bleiben. Die Leistungsfahigkeit des passiven visuellen
Speichers zeigt im Gegensatz zum rdumlich-dynamischen Bereich eine deutliche alterskorrelierte Steigerung. Die
phonologische Schleife ist nach Hasselhorn (2017) einerseits durch den phonetischen Speicher gepragt, der
akustische und sprachliche Informationen aufnimmt, die dort ohne weitere Verarbeitungsprozesse zwei Minuten
verweilen kénnen. Diese Art Echo-Gedachtnis bildet das tempordre Abbild von Klangen. Ohne weitere
Verarbeitungsprozesse werden diese Informationen sofort wieder mit neuen Eintragen liberschrieben. Dieses
Uberschreiben kann andererseits durch eine zweite Komponente, dem Rehearsal — einer Art inneren
Nachsprechprozess — verhindert werden.

Fir die erfolgreiche Bearbeitung von mathematischen Aufgaben spielen auch die Exekutiven Funktionen des
Frontalkortex eine Rolle (Cragg & Gilmore, 2014).

Baddeley unterscheidet in der ibergeordneten Steuer- und Kontrolleinheit, der Zentralen Exekutive, vier
Teilfunktionen: die Koordinationskapazitat fiir ein simultanes Ausfiihren von Aufgaben, die Steuerung und den
Wechsel von Verarbeitungsstrategien, die Fokussierung von Aufmerksamkeit sowie Manipulationen und die
selektive Aktivierung von Wissensinhalten aus dem Langzeitgedachtnis (Baddeley, 2006).

Im Modell von Miyake und Kollegen bauen Exekutive Funktionen auf drei unabhangigen Basismechanismen
auf: Shifting, Inhibition und Updating (Miyake, 2000). Shifting bezeichnet den Wechsel zwischen verschiedenen
Aufgaben, Operationen und Erwartungszustanden. Inhibition bezieht sich auf die Hemmung dominanter
konkurrierender Reize. Updating umfasst das Uberwachen und Kodieren von Informationen hinsichtlich ihrer
Relevanz sowie den Austausch bedeutungsloser gespeicherter Inhalte im Arbeitsgedachtnis durch relevante.

Neben diesen beiden Ansatzen gibt es in der wissenschaftlichen Diskussion dhnliche Versuche, Exekutive
Funktionen zu Dimensionen zusammenzufassen (fir weiterfiihrende Informationen siehe Géssinger, 2015).

Die individuelle Leistungsfahigkeit des Arbeitsgedachtnisses und insbesondere die Exekutiven Funktionen
sind nach Vanderberg & Swanson zentrale Determinanten beim Erwerb elementarer Kulturtechniken
(Vanderberg & Swanson, 2007). Sie gelten als entscheidende Pradiktoren flr Schul- und Berufserfolg (Clair-
Thompson & Gathercole, 2006). Korrelationsstudien liefern Giberzeugende Hinweise flir eine Beziehung zwischen
Arbeitsgedachtnis und Mathematikleistung, die moglicherweise starker ist als jene in anderen akademischen
Schulfachern. Nach Geary und seinem Team verringert sich die Bedeutung des Arbeitsspeichers fiir das Lesen im
Laufe der Schullaufbahn, jene flir Mathematik erhoht sich (Geary et al., 2011).

Die Rolle der Komponenten des Arbeitsgedachtnisses fiir das mathematische Kénnen und die Lesekompetenz
untersuchte eine Forschungsgruppe um Giofre bei 141 italienischen Kindern der 6. und 8. Schulstufe (Giofre et
al., 2018). Die erste Fragestellung der Forschungsarbeit bezog sich auf den Zusammenhang zwischen dem
verbalen und dem visuell-raumlichen Arbeitsgedachtnis. Das Forschungsteam konnte die Ergebnisse friiherer
Studien replizieren und stellte Uberschneidungen der beiden Komponenten des Arbeitsgedichtnisses im
AusmaR von 45% der Varianz fest. Die Unterschiede zwischen den Dimensionen lassen sich statistisch fassen,
55% der Varianz hat doméanenspezifischen Ursprung. Die Frage nach der Bedeutung des Arbeitsgedachtnisses fur
akademische Leistungen dokumentiert, dass 40% der Varianz der Mathematikleistungen und 31% der Varianz
der Leseleistungen durch die beiden Arbeitsgedadchtnissysteme aufgeklart werden konnen. Getrennte Analysen
belegen, dass dem visuell-raumlichen Arbeitsgedachtnis 10% und der phonologischen Schleife 4% der Varianz
bei der Bearbeitung von Mathematikaufgaben entsprechen, bei Leseaufgaben sind es in Bezug auf den verbalen
Faktor 15%.

Bedeuten diese Ergebnisse, dass es im Unterricht der Primarstufe neben der gezielten Férderung der
Rechenfertigkeiten auch eine konsequente Starkung der Subsysteme des Arbeitsgeddchtnisses bedarf, um
Rechenaufgaben I6sen zu kénnen?

Weitere Studien bestdtigen die zentrale Rolle des Arbeitsgedadchtnisses beim Erwerb mathematischer
Kompetenzen, beim Rechnen im Allgemeinen und beim Addieren im Besonderen (z.B. Trbovich & LeFevre, 2003;
Raghubar et al., 2010). Bei diesen Forschungsprojekten basieren die Versuchsanordnungen zumeist auf einem
Dual-Task-Paradigma, bei dem zwei Aufgaben gleichzeitig erledigt werden sollen. Zum einen wird eine
Rechenaufgabe dargeboten, zum anderen eine Aufgabe prasentiert, die eine bestimmte Komponente des
Arbeitsgedichtnisses beansprucht. Forscherinnen und Forscher gehen davon aus, dass bei Uberlappung identer
kognitiver Ressourcen durch zunehmenden Schwierigkeitsgrad der zweiten Aufgabe ein Qualitdtsverlust bei der
Performanz der ersten Aufgabe entsteht. Durch diese und ahnliche Experimente konnte bestatigt werden, dass
die einzelnen Komponenten des Arbeitsgedachtnisses beim Losen von Rechenoperationen involviert sind.
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Da die meisten Ergebnisse von Experimenten mit erwachsenen Probandinnen und Probanden stammen, soll
hier explizit auf eine Arbeit der Forschungsgruppe um Sara Caviola verwiesen werden, die die Beteiligung der
phonologischen Schleife sowie des visuell-raumlichen Notizblocks beim Lésen von Kopfrechenaufgaben in
unterschiedlichen Settings bei Kindern untersuchte (Caviola et al., 2012). 91 Kinder der 3. und 4. Schulstufe
wurden in einer dreiteiligen Versuchsanordnung gebeten, Additionen im Kopf zu l6sen. Variationen gab es in
Bezug auf die Darstellung der Aufgaben (horizontale versus vertikale Pradsentation), das Aufgabenformat
(Schatzung versus exakte Berechnung des Ergebnisses) und die Aufgabenkomplexitdt (Additionen mit und ohne
Zehneriliberschreitung). Aufgaben zur Aktivierung der phonologischen Schleife enthielten den Abruf von
Buchstaben, jener zur Aktivierung des visuell-raumlichen Notizblocks das Erinnern an raumliche Positionen. Die
ersten beiden Teilexperimente unterschieden sich hinsichtlich der Aufgabenkomplexitat. Es zeigte sich, dass
Kinder bei Schatzaufgaben das Arbeitsgeddchtnis mehr beanspruchen als bei exakten Berechnungen — im
Unterschied zu Erwachsenen, die Uberschlagsaufgaben mit geringer Beteiligung des Arbeitsgedichtnisses l6sen.
Als Ursache fir das Ergebnis wurde deren Training im Schatzen von GréBen im Alltag vermutet. Bei Aufgaben mit
Ubertrag spielte fiir die Beteiligung der Komponenten des Arbeitsgedichtnisses die Darstellungsform eine Rolle.
Wurden die Aufgaben horizontal prdsentiert, erkannte man eine Beeintrachtigung der Leistungen durch die
Aktivierung der phonologischen Schleife, bei vertikaler Prdsentation eine durch den rdumlich-visuellen
Notizblock. Geringe Anforderungen an das Arbeitsgedachtnis stellten Aufgaben, die exakt berechnet werden
sollten und vertikal prasentiert wurden. Im dritten Teil des Experiments wurden Schatzaufgaben mit und ohne
Ubertrag in Bezug auf die Anspriiche an das Arbeitsgedichtnis untersucht. Kinder schnitten generell bei
Problemstellungen mit Ubertrag schlechter ab, besonders dann, wenn sie entweder horizontal prasentiert
wurden und zusatzlich das verbale Arbeitsgedachtnis gefordert war oder wenn sie vertikal prasentiert wurden
und das visuelle Arbeitsgeddchtnis beansprucht war. Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass
Kopfrechenaufgaben mit Ubertrag die Anforderungen an das Arbeitsgedichtnis erhthen, signifikant sind die
Effekte bei den Schatzaufgaben. Unberticksichtigt bleiben in dieser Studie die Strategien, die bei der Losung der
Aufgaben zur Anwendung kamen (Caviola et al., 2012).

Als didaktische Konsequenz aus dieser Untersuchung erscheint ein verdichteter Einbau von Schatzaufgaben
in den Mathematikunterricht zur Entlastung des Arbeitsgedachtnisses sinnvoll.

Die unterschiedlichen Anforderungen an den Arbeitsspeicher in Abhangigkeit von der Herangehensweise an
die Aufgabenstellung belegen Forschungsergebnisse von Imbo und Vandierendonck (Imbo & Vandierendonck,
2007) bei 10- bis 12-jahrigen Schiilerinnen und Schiilern. Die Forschungsgruppe untersuchte den Strategieeinsatz
beim Losen von Einmaleinsaufgaben. Kinder erschliefen sich die Einmaleins-Reihen beispielsweise tber das
rhythmische Zahlen in gleich groBen Teilabschnitten, tber das Zerlegen der Faktoren oder tGber den Ruckgriff auf
Faktenwissen, sie verwenden Zahl-, Zerlegungs- oder Abrufstrategien. Die Zentrale Exekutive des
Arbeitsgedachtnisses wird bei jeder Rechenstrategie bendtigt, bei der Anwendung von Zahl-Strategien wird
dariber hinaus die phonologische Schleife eingesetzt. Weniger vorteilhafte Herangehensweisen scheinen mehr
Arbeitsgedachtniskapazitaten zu beanspruchen als effiziente Strategien. Verbesserungen im Strategieeinsatz
flhren somit zu einer Reduktion der Arbeitsgeddchtnisbelastung und zu einer moglichen Verschiebung dieser
Ressourcen auf andere Aufgabenaspekte. Arithmetische Fertigkeiten korrelieren signifikant mit der Wahl des
Strategieeinsatzes, wobei nach Steel und Funnell (Steel & Funnell, 2001) der Faktenabruf fir Leistungseffizienz
besonders geeignet ist. Leistungsstarke Lernende nutzen eine Kombination aller Methoden. Imbo und
Vandierendonck weisen ausdriicklich auf die begrenzte Zahl von Studien zur Rolle des Arbeitsgedachtnisses in
der Didaktik der Mathematik hin, zudem halten sie eine Ubertragung ihrer Ergebnisse in Bezug auf Addition und
Subtraktion auf die Rechenoperationen der Multiplikation und Division fiir unzuldssig. Didaktisch relevante
Uberlegungen zur Notwendigkeit von Automatisierungsprozessen und vertiefende Analysen dazu scheinen
zukinftig unerlasslich.

In virtuellen Lernumgebungen und bei Lernspielen (game based learning) muss der Zusammenhang zwischen
Arbeitsgedachtnis und Mathematikleistung neu hinterfragt werden. Die Eigenschaften und Besonderheiten von
Computerspielen stellen hohe Anforderungen an das Arbeitsgedachtnis. Ablenkende Reize wie Gerdusche,
leuchtende und blinkende Animationen, aber auch viele Alternativantworten konnen die Leistungskapazitat zum
Losen von Aufgaben mindern und eine fehlerhafte Bearbeitung ausldsen. In einer jingeren Studie hinterfragte
de Mooij (de Mooij et al., 2020) mittels Eye-Tracking-Methode und Verhaltensbeobachtung die individuellen
Unterschiede in Bezug auf das verbale Arbeitsgedachtnis und die Hemmung spontaner Handlungsimpulse
(Inhibition) von 8- bis 11-Jahrigen beim Lésen von Additionen und Multiplikationen unter Zeitdruck in virtuellen
Lernumgebungen. Dieser wurde durch einen animierten visuellen Reiz — die in Sekunden getaktete Bekanntgabe
der verbleibenden Zeit durch Miinzen — erzeugt. In Ubereinstimmung mit fritheren Studien (fiir eine Ubersicht
siehe Raghubar et al., 2010) erwies sich das verbale Arbeitsgedachtnis unabhangig vom Zeitdruck als starker
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Pradiktor fir die allgemeine Rechenleistung. Zusammenhange mit dem Konstrukt der Inhibition wurden
hauptsachlich bei den jingeren Kindern festgestellt — eine hohere Impulshemmung konnte nur dann héhere
Mathematikleistungen voraussagen, wenn die verbleibende Zeitspanne ausgeblendet und damit kein Zeitdruck
erzeugt wurde. Die Eye-Tracking-Methode sollte Aufschluss ber die Fokussierung der Aufmerksamkeit auf die
Angabebox mit vorgegebenen Antwortmoglichkeiten bzw. Uber eine Aufmerksamkeitsverschiebung auf
ablenkende Reize geben. Eine signifikant haufigere Fixation der Angabebox unter Zeitdruck zeigt, dass es unter
diesen Bedingungen fir die Kinder schwieriger war, die Aufgaben im Gedachtnis zu behalten, und lasst auf eine
hohere Beanspruchung des Arbeitsgedachtnisses schlieRen. Jingere Kinder mit geringerer Impulshemmung
fixierten unter Zeitdruck o6fter Antwortalternativen, die durch das Vermischen und Vertauschen von Ergebnis
und Rechenoperatoren entstanden waren, z.B. 9x4=13, und verglichen die angezeigten Antwortoptionen
haufiger, bevor sie eine eigene Antwort gaben.

Die Ergebnisse weisen darauf hin, dass ein , One-size-fits-all“-Zugang auch fiir Computer Lernprogramme
nicht gilt und deren Qualitdt mit der Anpassung an das individuelle kognitive Profil der Schiilerinnen und Schiiler
gesteigert werden konnte.

5 Raumvorstellung und Neurowissenschaften

Studien zeigen, dass Menschen mit guter Raumvorstellung auch gute Mathematikleistungen erbringen. Dies ist
nachvollziehbar, wenn der Teilbereich der Geometrie erfasst wird. Fiir diese Arbeit besonders interessant sind
jedoch Veroffentlichungen, die Zusammenhdnge zwischen Raumvorstellung und Mathematikleistung im
Teilbereich der Arithmetik beleuchten, die Relevanz der Neurowissenschaften erkennen lassen und die dartber
hinaus auf Erklarungsansatze zuriickgreifen, die bereits vorgestellt wurden: das Arbeitsgedadchtnis und die
raumlich-quantitativen Zahlenreprasentationen.

Zunéchst soll der Begriff der Raumvorstellung hinterfragt werden. Trotz differenter Definitionen sind sich alle
Autorinnen und Autoren einig, dass Raumvorstellung die visuell-raumliche rezeptive Wahrnehmung der Welt,
ihre mentale Repradsentation und Transformation umfasst. Raumliche Informationen werden sowohl statisch als
auch dynamisch auf einer mentalen Ebene abgebildet (Gittler, 1994). Eine der bekanntesten
Begriffsbestimmungen stammt aus der Metaanalyse von Linn und Peterson (Linn & Peterson, 1985).
Raumvorstellung wird beschrieben als

»[...] skill in representing, transforming, generating and recalling symbolic, nonlinguistic information” (Linn &
Peterson 1985, S. 1482).

Aufbauend auf der Begriffsdefinition extrahieren die Autoren drei Faktoren des Konstruktes Raumvorstellung:
die rdumliche Wahrnehmung (spatial perception), die mentale Rotation (mental rotation) und die rdumliche
Visualisierung (spatial visualization).

Aus psychologischer Perspektive stellt die Raumvorstellung in den klassischen Intelligenztheorien- und -
modellen einen bedeutsamen Intelligenzfaktor dar, die Messung ist Bestandteil vieler Intelligenztest-Batterien.
Bei deren Konzeption wird wiederholt auf Thurstone (Thurstone, 1950 zitiert nach Rost, 1977) verwiesen, der in
seinem Intelligenzmodell dem Faktor Space drei Subdimensionen zuordnet: Veranschaulichung (visualization),
raumliche Lagebeziehung (spatial relations), Orientierung (spatial orientation) (Thurstone, 1950 zitiert nach Rost,
1977).

Mathematikdidaktische Konzeptualisierungen finden sich insbesondere bei Maier, der die beiden
Kategoriensysteme von Linn und Peterson sowie von Thurstone in einem eigenen Modell zusammenfasst (Maier,
1999) und funf relevante Komponenten rdaumlich-visueller Qualifikationen erortert, die in wechselseitiger
Beziehung und Abhangigkeit stehen. Dazu zahlen ,Rdumliche Wahrnehmung”, ,Rdumliche Visualisierung”,
,Vorstellungsfahigkeit von Rotationen”, ,Raumliche Beziehungen” und ,Raumliche Orientierung” (Maier, 1999,
S. 51).

Franke erweitert in seinem Modell das Konzept von Thurstone um die Subdimension Raumliche
Wahrnehmung von Linn und Peterson und definiert vier Komponenten der Raumvorstellung: ,Raumliche
Beziehung” bedeutet die Fahigkeit, einen Korper aus verschiedenen Perspektiven zu erfassen und zu
identifizieren. ,Veranschaulichung” steht fir die mentale Vorstellung von Bewegungen wie Rotation,
Verschiebung und Faltung. ,,Rdumliche Orientierung” bedeutet die raumliche Einordnung der eigenen Person in
eine Situation. Die ,,Rdumliche Wahrnehmung” ist die rdumliche Relation zwischen Objekten und dem eigenen
Korper, wozu auch der Umgang mit Horizontalitat und Vertikalitat zahlt (Franke, 2007).
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Die Bedeutung der Raumvorstellung fir die Arithmetik illustrieren zahlreiche fachdidaktische Studien
(Merschmeyer-Briiwer, 2011; Grassmann et al., 2010; Lorenz, 2006). Hier soll auf eine 6sterreichische Studie
verwiesen werden. Grall und Krammer erhoben die direkten und indirekten Einflisse der Rechenleistung auf die
Raumvorstellung bei 9- bis 11-jahrigen Kindern (Gral & Krammer, 2018). Die Rechenleistung wurde mit
Grundrechenaufgaben aus dem Heidelberger Rechentest gemessen, dem Raumvorstellungskonzept wurde jenes
von Franke zugrunde gelegt. 17% der Varianz in der Rechenleistung konnten durch die Raumvorstellung
aufgeklart werden. Kénnen die Ergebnisse durch neurowissenschaftliche Konzepte erklart und in diese integriert
werden?

Bereits Meyer und sein Kollegenteam (Meyer et al., 2010), aber auch Alloway und Passolunghi (Alloway &
Passolunghi, 2011) zeigten, dass im Bereich des Arbeitsgedachtnisses die verbal-phonologische Schleife und die
Zentrale Exekutive fur die Leistung in friihen Stadien des mathematischen Lernens groRere Relevanz besitzen,
wahrend der visuell-raumliche Notizblock in spateren Phasen eine zunehmend wichtigere Rolle spielt. Nach
Meyer (Meyer et al., 2010) konnte bei Schilerinnen und Schilern der dritten Schulstufe das visuell-raumliche
Arbeitsgedachtnis in den Subtests ,,Mathematical Reasoning” und ,Numerical Operations”, in deren Rahmen
beispielsweise Grundrechenarten erfasst wurden, Leistungen vorhersagen. Es liegt die Annahme nahe, dass mit
zunehmendem Alter visuell-rdumliche Reprdsentationen eine hohe Relevanz fiir die Bewaltigung
mathematischer Herausforderungen haben und damit ein starker Pradiktor fir Mathematikleistungen werden.
Die Resultate untermauern das bereits beschriebene neurowissenschaftliche Erklarungsmuster der
Verschiebung der Gehirnaktivitdit von prafrontalen zu parietalen kortikalen Bereichen, denen auch die
raumlichen Fahigkeiten zuzuordnen sind (Rotzer et al., 2009; Rivera et al., 2005).

Ein weiterer Zusammenhang von rdaumlich-numerischen Assoziationen kann aus den Erkenntnissen lber die
raumlich-qualitativen Reprasentationsformen des mentalen Zahlenstrahls und der ,object-files’ beim Zahlen und
Kopfrechnen gewonnen werden. So belegte ein Team um Hartmann (Hartmann et al., 2015, 2016) mittels
Verfolgung der Augenbewegung eine nach rechts gerichtete Bewegung langs des mentalen Zahlenstrahls beim
Vorwaértszahlen. Eine Gruppe um Knops (Knops et al., 2013, 2014) wies bei einfachen Additionsaufgaben im
einstelligen Zahlenbereich rechtsseitige, bei einfachen Subtraktionsaufgaben linksseitige Augenbewegungen
nach.

Auch der Effekt der Uberschitzung eines Rechenergebnisses am Zahlenstrahl ohne Skalierung bei Additionen
und der Unterschatzung bei Subtraktionen sowie die an die Zahlrichtung angepasste Bewegungsneigung beim
Antworten durch Springen sprechen fir die Bedeutung der Raumvorstellung bei der Rechenleistung (Patro et al.,
2015; Fischer et al., 2016).

Von didaktischer Relevanz sind die replizierten Ergebnisse, weil sie die Bedeutung eines Trainings der
Raumvorstellung fur eine Verbesserung der Leistung im Teilbereich Arithmetik des Mathematikunterrichts
akzentuieren. Dabei erscheint es notwendig, diese Inhalte nicht nur in den Unterricht der Primarstufe einflieRen
zu lassen, sondern auch in der Sekundarstufe konsequent weiterzufiihren. Eine Reduktion der Lehrplaninhalte in
diesem Bereich — wie auch in Osterreich angedacht — scheint nicht zielfithrend. Weiterfiihrende Studien kénnten
diese Vermutung verifizieren.

6 Richtungsweisende Fragestellungen und zukiinftige Herausforderungen
Greift man die vorangestellten Ausfiihrungen auf, muss ein Ausblick vorrangig drei Bereiche thematisieren:
Interdisziplinaritat, inhaltliche Ausweitung und fachliche Vernetzung der Didaktik der Mathematik.

Zunachst scheint es notwendig, die bisherige unterrichtliche Praxis des Mathematikunterrichts aus
differenten Perspektiven neu zu hinterfragen. Interdisziplinaritdit muss als Moglichkeit und Chance begriffen
werden, wissenschaftliche Erkenntnisse aus unterschiedlichen Disziplinen wie Fachwissenschaften, Fachdidaktik,
Psychologie und Bildungswissenschaften zusammenzufiihren. Hier ist zum einen die Wissenschaft gefordert, die
fachdidaktische Herangehensweisen und Stoffvermittlung multiperspektivisch beleuchten kann. Fir Lehrerinnen
und Lehrer gehort es zu den zentralen zukiinftigen Herausforderungen, bisherige Handlungsroutinen zu
hinterfragen und die Enge des subjektiven Blickfeldes durch Integration neuer Forschungsinhalte zu weiten.
Lehrerinnen und Lehrer sind dann Expertinnen und Experten, wenn es ihnen gelingt, fachspezifische Erkenntnisse
mit jenen der Nachbardisziplinen zu verzahnen, vernetzen und verschranken. Nur dann wird Lehren und Lernen
im 21. Jahrhundert gelingen.

Zweitens sollten neurowissenschaftliche Studien ihre Designs adaptieren und einen Erkenntnisgewinn auf
der Mikroebene anstreben, der auch hohere Altersgruppen einschlieBt. Auch im Lehr-Lernprozess der
Sekundarstufe darf das Augenmerk auf das Detail nicht verloren gehen. Der Blick auf ein spezifisches
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Themensegment ist aufwendig und Studien kdnnen nur mit geringen Fallzahlen durchgefiihrt werden. Trotzdem
scheint eine gezielte Passung und Einbettung in den Makrobereich der Fachdidaktik lohnend.

Zuletzt bedarf es einer intensiven Vernetzung zwischen den spezifischen Fachdidaktiken der Primar- und
Sekundarstufen. Beispielsweise muss sich die Fachdidaktik der Sekundarstufe im Rahmen der
Zahlenbereichserweiterung die fundamentalen Erkenntnisse Uber Reprisentationen von Zahlen durch den
mentalen Zahlenstrahl zu eigen machen und didaktische Entscheidungen treffen, die an das Vorwissen im
Vermittlungsprozess anknipfen. Ebenso erfordert es genauerer Abstimmung zwischen den Schularten, welche
Inhalte automatisiert werden miissen, sodass eine Entlastung des Arbeitsgedachtnisses bei herausfordernden
Aufgaben zugunsten hoherer kognitiver Prozesse moglich wird. Auch die Schulung der raumlichen
Wahrnehmung verlangt ein langfristiges und nachhaltiges didaktisches Konzept, das auf den in der Primarstufe
gesetzten Schwerpunkten aufbaut, diese vertieft und erweitert und so die positiven Auswirkungen auf
arithmetische Leistungen auch weiterfiihren kann.

Sichtbar wird, dass die Notwendigkeit einer engeren Zusammenarbeit zwischen Forscherinnen und Forschern
der Didaktik der Mathematik und der kognitiven Neurowissenschaften besteht. Dies erfordert nicht nur die
Bereitschaft der Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler beider Disziplinen zur Kooperation, sondern
unterstreicht auch die Verpflichtung von Institutionen, dieses Miteinander zu unterstiitzen und zu férdern.
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