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Zusammenfassung

Das Motto ,,Mathematik aktiv” steht fiir eine aktive Gestaltung des Mathematikunterrichts.
Doch was bedeutet es, ,aktiv” Mathematik zu betreiben? Eine mogliche Antwort darauf ist
die eigenstandige Auseinandersetzung mit noch unbekannten Problemstellungen. Das zu-
grunde liegende didaktische Konzept des Problemldsens ist seit Jahrzehnten ein wesentlicher
Bestandteil der mathematischen Fachdidaktik. Die kontinuierliche Umsetzung im Regelunter-
richt gelingt jedoch aufgrund verschiedener Hirden oft nur unzureichend. Ziel dieses Artikels
ist es, mithilfe aktueller theoretischer Uberlegungen und evidenzbasierter Strategien eine
praxisnahe Grundlage zu bieten, um diese Hindernisse zu lberwinden und den kontinuier-
lichen Einsatz von Problemlésungsprozessen zu fordern. Lehrpersonen sollen dabei nicht nur
von theoretischen Konzepten profitieren, sondern aktiv in die Entwicklung und Umsetzung
des Problemldsens im Regelunterricht eingebunden werden, um die Umsetzung im Mathema-
tikunterricht zu erleichtern und zu verbessern.
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1 Einleitung

Das fachdidaktische Konzept des , Problemldsens”, welches sich mit der Bewaltigung nicht-
routinemaRiger Aufgaben ohne vorgefertigte Losungsstrategien befasst, steht seit Jahrzehn-
ten im Fokus der mathematischen Fachdidaktik (Liljedahl & Cai, 2021, S. 723 ff.). Die erfolgrei-
che Implementierung dieses Konzepts in den regularen Unterricht erfordert nicht nur spezielle
Vorgehensweisen, sondern auch spezifische Wissensdimensionen der Lehrpersonen. Ziel
dieses Artikels ist es, Voraussetzungen und Hirden fiir die Realisierung des Probleml&sens im
Regelunterricht zu thematisieren und daraus Umsetzungsstrategien abzuleiten. Ebenso
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werden beispielhaft Problemstellungen fir die Primar- und Sekundarstufe aufgezeigt und
besprochen.

2 Theorie

2.1 Definition

In der mathematischen Fachdidaktik wird von einem ,,Problem” gesprochen, wenn eine Auf-
gabe eine kognitive Barriere enthilt, die iber bekannte Losungswege hinausgeht. Im deutsch-
sprachigen Raum unterscheidet man zwischen (Routine-)Aufgaben, bei denen die Losungs-
strategie bekannt ist, und Problemen, die von den Lernenden als ungewohnt und nicht
unmittelbar I6sbar wahrgenommen werden (Bruder & Collet, 2011, S. 11). Das Lésen solcher
Probleme erfordert die Neukombination vorhandenen Wissens oder den Einsatz neuer
Methoden, die als ,Heurismen“ bezeichnet werden. Nach Pdlya (1949) sind Heurismen Denk-
prozesse, die typischerweise beim Problemldsen unterstitzen.

Schoenfeld (1985) beschreibt vier wesentliche Komponenten des Problemlésens: Ressour-
cen (fachliches Vorwissen), Beliefs (Uberzeugungen der Lernenden iiber Mathematik), Heuris-
tiken (strategische Losungsansatze) und Kontrolle (bewusste Steuerung des eigenen Vorge-
hens).

Beliefs setzen sich nach Maal} (2006, S. 119) ,,[...] aus relativ iberdauerndem subjektivem
Wissen von bestimmten Objekten oder Angelegenheiten sowie damit verbundenen Emo-
tionen und Haltungen zusammen [...]“ und ,,[...] kdnnen bewusst oder unbewusst sein®. Uber-
zeugungen von Schiiler*innen wie ,,nur Genies konnen kreative Loésungswege entwickeln®,
»,Probleme miussen schnell |6sbar sein” oder , es gibt immer nur eine richtige Lésung” kdnnen
die Bereitschaft zum Problemlésen im Unterricht erheblich beeintrachtigen (Schoenfeld,
1992, S. 359).

Die Komponente , Kontrolle” beschreibt die bewusste Zuweisung von Zeit und Anstrengung
zu verschiedenen Losungsansatzen (Schoenfeld, 1985, S. 232). Auch der Umgang mit Frust-
ration spielt eine entscheidende Rolle fiir den Erfolg des Probleml6éseprozesses (Herold-
Blasius et al., 2019, S. 299).

2.2 Griinde fiir den Einsatz des Problemlosens

Der Einsatz des didaktischen Konzepts des Problemldsens im Mathematikunterricht kann nach
Rott (2015, S. 10 ff.) aufgrund vielfaltiger Aspekte begriindet werden. Aus innermathema-
tischer Sicht steht das Problemlésen im Zentrum fachmathematischer Tatigkeit. Nach Halmos
(1980, S. 519) ist ,[...] the mathematician’s main reason for existence [...] to solve problems
[...]“. Die Realisierung von problemlésenden Prozessen im Regelunterricht kann und soll ein
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moglichst wissenschaftsnahes Vorgehen ermoglichen und somit zur Auspragung eines
addquaten Bildes der Mathematik und ihrer Arbeitsweise beitragen.

Aus mathematisch didaktischer Sicht spricht die dritte Winter’sche Grunderfahrung (,,in der
Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldsefahigkeiten, die tGber die Mathematik hinaus
gehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben®), welche den allgemeinbildenden Charakter
des Mathematikunterrichts legitimiert, fir den Erwerb von Problemldsefdhigkeiten im
Mathematikunterricht (Winter, 1995, S. 37).

Weitere Griinde fiir die Behandlung von Problemen im Mathematikunterricht kénnen nach
Rott (2015, S. 10 ff.) folgendermalen aufgelistet werden:

e Padagogische Grinde: Mathematikunterricht soll einen breiten, gesellschaftlichen
Konsens anstreben, ,entdeckendes Lernen” solle an ausgewahlten Problemen statt-
finden.

e Lernpsychologische Griinde: Jeder Lernende muss sich durch aktive Auseinanderset-
zung mit dem Lerngegenstand sein Wissen selbst konstruieren; zur Gestaltung einer
entsprechenden Unterrichtskultur gehort das Problemldsen.

e Empirische Griinde: Neben Studien wie TIMSS und PISA, die Schiiler*innen Defizite auf
dem Gebiet des Problemlosens nachweisen und damit Handlungsbedarf nahelegen,
gibt es auch Lehrer*innenbefragungen, die zeigen, dass ein starkes Interesse an einem
problemorientierten Mathematikunterricht besteht.

e Gesellschaftliche Griinde: Eine dringende Forderung an den heutigen Unterricht (u.a.
von TIMSS und PISA) ist die Vorbereitung der Lernenden auf das Losen von (komple-
xen) Problemen und die Emanzipation von ihren Lehrpersonen.

e Motivatorische Griinde: Problemlésen kann SpalR an der Mathematik vermitteln;
durch Problemaufgaben und den Einbezug von Erfahrungen der realen Welt kdénne
man bei Schiler*innen Motivation erzeugen.

Des Weiteren ist die Entwicklung von Problemldsefahigkeiten eine zentrale Forderung der
Osterreichischen Lehrplane, sowohl fachilibergreifend als auch fachspezifisch flir die mathe-
matische Ausbildung. Es sei jedoch angemerkt, dass neben den zahlreichen Quellen, die das
Problemldsen legitimieren, auch Artikel existieren, die dieses Konzept sowie verwandte fach-
didaktische Ansatze kritisch hinterfragen (z. B. Kollosche, 2017).

2.3 Anforderungen an Lehrpersonen fiir die Realisierung des
ProblemlGseprozesses

Die Umsetzung dieses didaktischen Konzepts im reguldaren Unterricht erfordert von
Lehrkraften umfassende Kenntnisse in verschiedenen Bereichen, die von Clivaz et al. (2023, S.
3) in folgende Kategorien unterteilt werden:
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1. Knowledge of mathematical Problem solving (PS)
2. Knowledge of mathematical problems
3. Knowledge of problem posing
4. Knowledge of students as mathematical problem solvers
5. Knowledge of affective factors and beliefs (teacher/student)
6. Knowledge of instructional practices for PS

Die ersten drei Kategorien werden als ,PS-Content Knowledge” zusammengefasst, wahrend
die restlichen als ,,Pedagogical PS-Knowledge” bezeichnet werden. Dieser Artikel konzentriert
sich auf die Kategorien 2, 3 und 6, da Lehrkrafte haufig folgende Herausforderungen bei der
Implementierung von PS im Unterricht duBern (vgl. Herold-Blasius et al., 2019, S. 297 ff.):

I.  Dabeilernt man nicht genug.
II.  Dasist nur was fiir die Guten.
lll.  Das lasst sich im Unterricht nicht realisieren.
IV.  Problemlosen — das mache ich doch schon (wobei Problemlésen mit dem Lésen kom-
plexer Routineaufgaben gleichgesetzt wird).

Diese Aussagen verdeutlichen ein mangelndes Verstandnis von problemlésenden Prozessen
im Regelunterricht (1V, 2) sowie dariiber, wie dieses Konzept im Unterricht umgesetzt werden
kann (I, II, 1ll, 2, 3, 4). Spezielle Lehrer*innenausbildungsprogramme sollen diese Defizite
beheben und Wissen in allen genannten Kategorien starken. Da das Erstellen von Problem-
|6seaufgaben laut Chapman (2015) zeitaufwendig und anspruchsvoll ist, sollten Lehrkrafte mit
Materialien unterstiitzt werden, die eine Integration in den Lehrplan erméglichen und gleich-
zeitig eine interne Differenzierung bieten (,,low floor, high ceiling tasks®).

3 Realisierungsmoglichkeiten im Mathematikunterricht

Die theoretische Beschreibung von Problemldseprozessen wurde von mehreren Autor*innen
in Phasenmodellen bereits vorgenommen (Rott et al., 2021, S. 739). Auch fir die Realisierung
im Regelunterricht gibt es bereits Modelle und Ideen (z. B. Heurismentraining, Bruder & Collet,
2011, S. 114). Aus Sicht des Autors ist es jedoch zielfihrender bzw. nachhaltiger, Umsetzungs-
strategien nicht nur vorzugeben, sondern sie mit den umsetzenden Lehrpersonen (weiter)zu
entwickeln. Dies soll im Rahmen eines Projektes im kommenden Schuljahr auch durchgefiihrt
werden. Als Grundlage dazu dient der ,Building Thinking Classrooms Approach” von Liljedahl
(2016). Darin werden neun ,Elemente” eines Unterrichtssettings beschrieben, welche Schii-
ler*innen dabei unterstiitzen bzw. motivieren sollen, eigenaktiv und selbst-denkend Problem-
stellungen zu l6sen. Die folgenden Kriterien sollen somit auch die Implementierung von
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Problemldseprozessen im Regelunterricht fordern und lauten folgendermalRen (Liljedahl,
2016, S. 381 f.):

e The type of tasks used and when and how they are used.

e Lessons need to begin with good problem-solving tasks.

e The way in which tasks are given to students.

e How groups are formed, both in general and when students work on tasks.

e Student workspace while they work on tasks.

e Room organization, both in general and when students work on tasks.

e How questions are answered when students are working on tasks.

e The ways in which hints and extensions are used while students work on tasks.
e When and how a teacher levels their classroom during or after tasks.

e Assessment, both in general and when students work on tasks.

In einem ,, Thinking Classroom* stehen problemldsende, ansprechende Aufgaben im Mittel-
punkt, die mindlich gestellt werden, um sofortige Diskussionen zu fordern. Schiler*innen
arbeiten in zuféllig gebildeten Gruppen an vertikalen, nicht-permanenten Flachen, wahrend
die Lehrperson den Raum flexibel nutzt. Fragen werden nur beantwortet, wenn sie das
Weiterdenken unterstiitzen, und Hinweise oder Erweiterungen halten die Aufgaben
anspruchsvoll, aber machbar. Sobald alle Gruppen ein Grundverstandnis erreicht haben, wird
das Thema gemeinsam reflektiert und formalisiert. Die Bewertung fokussiert sich auf den
Lernprozess und die aktive Beteiligung, statt nur auf das Endprodukt.

3.1 Aufgabenkategorien

Ein weiterer Ansatzpunkt flir die gemeinsame Erarbeitung von Realisierungsmoglichkeiten
liefern Herold-Blasius et al. (2019, S. 299 ff.). Die Autor*innen sprechen sich fiir den Einsatz
von Problemldsen als Ergdnzung zu Routineaufgaben vor allem in Einstiegsphasen und
Ubungsphasen aus. Inhaltlich muss jedoch noch geklart werden, welches mathematisches
Themengebiet sich fiir das Konzept des Problemldsens in welchen Phasen eignet und wie die
Ausarbeitungen der Schiler*innen bewertet/benotet werden konnen. Ein potentielles Bewer-
tungsmuster findet sich ebenso bei Herold-Blasius et al. (2019, S. 307).

Eine weitere Aufgabenkategorie stellen aus Sicht des Autors dieses Artikels themenunab-
hangige Probleme dar. Diese kénnen in unterschiedlichen Schulstufen und zu unterschied-
lichen Phasen des Unterrichts eingesetzt werden und dienen dem Kennenlernen bzw. dem
Vertiefen von heuristischen Prinzipien, Strategien und Hilfsmitteln.
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3.2 Beispielhafte Problemstellungen

Eine mogliche (je nach Betrachtungsweise themenunabhéangige) Aufgabe fiir die Sekundar-
stufe 1, die sich gemal Liljedahl (2016, S. 381) sowohl als Einstiegsaufgabe zu Beginn einer
Unterrichtsstunde als auch als erster Zugang zum Problemldsen eignet, lautet wie folgt:

Max und Moritz spielen ein einfaches Spiel. Dazu haben sie hundert 1-Cent-
Miinzen auf dem Tisch zu einem Kreis ausgelegt. Wer am Zug ist, darf eine
Miinze oder zwei Miinzen aus dem Kreis nehmen. An welcher Stelle ein Spieler
die Miinze oder die Miinzen entfernt, spielt keine Rolle. Entscheidet er sich fiir
zwei Miinzen, miissen diese aber direkt nebeneinander liegen. Wer zuerst keine
Miinze mehr nehmen kann, hat verloren. Max macht den ersten Zug. Beide
Spieler sind perfekte Logiker und machen keine Denkfehler.

Wer wird das Spiel gewinnen und welcher Strategie sollte er folgen? (Hemme,
2018)

Die Losung dieses Problems wird, so wie jene der folgenden, nicht in diesem Artikel verschrift-
licht. Sie kann jedoch gerne bei Interesse durch Kontaktaufnahme mit dem Autor erhalten
werden.

Die folgende Problemstellung (konzipiert von Musilek) ist nach Herold-Blasius et al. (2019)
in Ubungsphasen einsetzbar. Inhaltlich zielt sie auf die Festigung der Addition im Zahlenraum
1 bis 100 bzw. auf die Eigenschaften von natirlichen Zahlen (gerade/ungerade) in der
Primarstufe ab:

In jedem dieser Sdcke sind unendlich viele Zahlen von der darauf vermerkten
Sorte.

Nimm genau vier Zahlen und addiere sie. Die Summe soll 16 sein!

Nimm genau zehn Zahlen und addiere sie. Die Summe soll 37 sein!

OO

Abbildung 1: Problemstellung Primarstufe

Ist der Vorgang des Problemldsens im Unterricht etabliert, konnen auch komplexere bzw.
umfangreichere Aufgabenstellungen behandelt werden (Liljedahl, 2016). Ein mogliches
Beispiel dazu entstammt dem Projekt ,,MFU!“ (,,Mathe Fans an die Uni!“) der Universitdt Wien
und wurde fir die 8 Schulstufe konzipiert:
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Finde fiir alle Zahlen gréfer als 1 und kleiner als 20 alle Méglichkeiten, sie als
Summe von mindestens zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (Trep-
penzahlen) gréfier als 0 zu schreiben. Was fdllt dir auf? Begriinde deine Antwort.

Ermittle alle Mdglichkeiten, die Zahl 100 als Summe von mindestens zwei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (Treppenzahlen) gréfier als 0 zu
schreiben. (Hinweis: Anhand der Summe 1+2+3+...+14 erkennt man, dass es
héchstens 13 Summanden sein kénnen.)

4 Ausblick

Den diskutierten Griinden fir den Einsatz des fachdidaktischen Konzepts des Problemldsens
im Regelunterricht stehen ebenso Herausforderungen in der praktischen Umsetzung gegen-
Uber. Um diese zu bewaltigen, bedarf es durchdachter Strategien, die von den unterrich-
tenden Lehrkraften mitgetragen und idealerweise aktiv mitgestaltet werden.

Das Ubergeordnete Ziel des gehaltenen Vortrags ist die Implementierung des Problem-
l6sens im Mathematikunterricht der Primar- und Sekundarstufe. Zu diesem Zweck wurden
Lehrkrafte eingeladen, die neben theoretischen Impulsen kiinftig mit geeigneten Materialien
unterstitzt werden. Zudem wird ihr Unterricht empirisch begleitet und theoriegeleitet
analysiert.

Neben der Férderung bereits tatiger Lehrkrafte sollen auch Studierende wahrend ihrer
Ausbildung die Moglichkeit erhalten, ihre Expertise in den genannten Wissensdimensionen
des Problemldsens zu vertiefen. Sie sollen des Weiteren problemorientierten Mathematik-
unterricht nicht nur durch Hospitationen kennenlernen, sondern auch eigene Unterrichts-
einheiten nach diesem Konzept in der Praxis erproben kénnen.
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