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Zusammenfassung

Der traditionelle Mathematikunterricht, welcher sich an Schulbiichern orientiert und dem giiltigen Lehrplan
folgt, ist im Wesentlichen nach Inhaltsbereichen organisiert. Kompetenzorientierter Mathematikunterricht
betont hingegen eher handlungsorientierte Ausrichtungen. Im Workshop soll exemplarisch gezeigt werden, wie
und in welchem Malle eine Orientierung an Handlungsbereichen — zum Beispiel das Argumentieren — den
Mathematikunterricht verdandern und bereichern koénnte. Wenn der Kompetenzbegriff (im
Mathematikunterricht) ernst genommen wird, so zeigt sich, dass sowohl Grundkompetenzen vermittelt
werden missen, die einerseits langerfristig verfligbar sein sollen und andererseits auch tberprifbar sind, als
auch Kompetenzen, die nur in prozessorientierten Lernumgebungen entwickelt werden kénnen (z. B. das
Modellieren), und die nicht herkdmmlichen Testszenarios unterworfen werden konnen. Dieses Spektrum an
mathematischen Kompetenzen fordert unterschiedliche Indikationen des Technologieeinsatzes ein. In letzter
Konsequenz hierzu ist eine Neubewertung gefragt.
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1 Grundkompetenzen

Das Konzept der standardisierten schriftlichen Reifeprifung (ssRP) in Mathematik (AHS) (Stand: Februar 2021)
beschreibt Grundkompetenzen als Fahigkeiten, die fir den Unterrichtsgegenstand grundlegend, langerfristig
verfigbar und gesellschaftlich relevant sind bzw. sein sollten. So koénnen allgemeingebildete — also
konstruktive, engagierte und reflektierte — Birger*innen Mathematik als ein sinnvolles und brauchbares
Instrument ihrer unmittelbaren Lebenswelt erkennen bzw. einsetzen (Bundesministerium fir Bildung,
Wissenschaft und Forschung, 2021, S. 2). Dazu werden Typ-1-Aufgaben flr die Reifeprifung konzipiert, die auf
genau eine Grundkompetenz (ebd., S. 4) aus einem vorgegebenen Katalog (Bundesministerium fiir Bildung,
Wissenschaft und Forschung, 2021) fokussieren.

Z. B. ist zur Grundkompetenz ,,AG 2.3 quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/lésen, tGber
Losungsfalle Bescheid wissen, Losungen und Losungsfdlle (auch geometrisch) deuten kénnen” (ebd., S. 2 im
Anhang) folgende Aufgabe (Nummer 3) beim Wintertermin 2020/21 am 12. Janner 2022 gestellt worden:
,Gegeben ist die quadratische Gleichung x? + k - x + 4 - k = 0 mit dem Parameter k € R. Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie die zwei unterschiedlichen Werte ki und k; von k, fiir die die gegebene Gleichung
genau eine Losung hat. [...].“* Es konnten dabei 0, %> oder 1 Punkt(e) entsprechend der beiden gesuchten
Losungen erzielt werden. Sind also Grundkompetenzen teilbar?! Oder soll hier nicht gerade erkannt werden,

2 2
dass die aus x;, = —§+ ’% — 4k resultierende quadratische Gleichung kT = 4k eben zwei verschiedene

Losungen k; = 0 und k, = 16 hat?

*Universitidt Wien, Fakultit fir Mathematik, Oskar Morgenstern-Platz 1, 1090 Wien.
E-Mail: stefan.goetz@univie.ac.at
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Im Entwurf des Lehrplanes fiir die Sekundarstufe | der Beratungsgruppe Mathematik vom 12.08.2021 ist fur die
vierte Klasse ,Kreuztabellen erstellen und
interpretieren” im Kompetenzbereich 4

,Daten und Zufal
Vierfeldertafeln wie Tabelle

Spezialfall

|ll

zeigen die

vorgesehen?.

1 als
absoluten oder

relativen Haufigkeiten von Kombinationen
zweier Merkmale (in Tabelle 1: Geschlecht

und

Instrumentenaffinitat)

spielt spielt kein | Summe
Instrument (/) | Instrument (-/)
Junge (j) 0.125 (4) 0.25 (8) 0.375(12)
Madchen (m) J 0.46875 (15) 0.15625 (5) 0.625 (20)
Summe 0.59375 (19) 0.40625 (13) 1(32)

Tabelle 1: Vierfeldertafel mit fingierten Daten

in Form von UND-Verkniipfungen (Konjunktionen). Zuséatzlich werden oft

Randsummen (Zeilen, Spalten) angegeben. Z. B. sind also ein Viertel der 32 Schiiler*innen einer Klasse in
Tabelle 1 méannlich (j) UND spielen kein Instrument (-i). Die Gruppe besteht insgesamt aus 20 Madchen (m)

und 12 Burschen. Auf die Frage ,Wie groR ist der Anteil der ...
r(inm)

bedingte relative Hdufigkeiten als Antwort: r(i|lm): = v

unter den ..?“ definieren wir sogenannte

bezeichnet z. B. den Anteil der Instrumente

spielenden Personen unter den Madchen. Wir legen also eine neue (i. Allg. eingeschrankte) Grundgesamtheit,

hier die Madchen, zugrunde. Wir vergleichen r(i|m):=

046875 _ 15
0.625

20

= 0.75 mitr(ilj): =

0125 _ 4
0.375

0.3 und

12

schlieBen: Madchen spielen haufiger ein Instrument als die Burschen in dieser Klasse. Eine graphische
Veranschaulichung geschieht durch das Einheitsquadrat (Quadrat mit Seitenlange eins). Die senkrechte Linie in
Abbildung 1 (erstellt mit ProVis?) teilt die Seite(nlange 1) im Verhaltnis r(j):r(m). Die Héhe h des linken
oberen Rechtecks resultiert aus der Forderung h-r(j) = r(j N i), d. h. die Flache der Rechtecke entspricht
jeweils den relativen UND-Haufigkeiten. Bedingte relative Haufigkeiten treten als Seitenlangen dieser
Rechtecke — in Abbildung 1 sind zwei davon blau markiert — auf. Als Starke der Abhangigkeit der beiden

Merkmale Geschlecht und Instrumentenaffinitat ist das Assoziationsmaf$ d = r(i|lm) — r(i|j) = % —

1 5

37 12

~

0.4 eine einfach zu bestimmende GréRe, ebenfalls in Abbildung 1 in griin zu sehen (Déller & Gotz, 2021).
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Abbildung 1: Einheitsquadrate mit relativen (bedingten) Haufigkeiten und dem AssoziationsmaR

3 Zum Kompetenzbegriff

,Kompetenzen sind die bei Individuen verfiigbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Fahigkeiten und
Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu I6sen, sowie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und
sozialen Bereitschaften und Fahigkeiten, um die Problemlésungen in variablen Situationen erfolgreich und
verantwortungsvoll nutzen zu kénnen.” (Weinert, 2002, S. 27 f.) und ,,Mathematische Grundbildung wird [...]
definiert als die Fahigkeit einer Person, in einer Vielzahl von Kontexten Problemstellungen mathematisch zu
formulieren, zu bearbeiten und zu interpretieren sowie mathematisch zu argumentieren. [...] [Sie] unterstiitzt
Personen dabei zu erkennen und zu verstehen, welche Rolle Mathematik in der Welt spielt sowie fundierte
Urteile und Entscheidungen zu treffen, die den Anforderungen des Lebens als konstruktive, engagierte und
reflektierte Blrger*innen entsprechen.” (PISA 2022)* sind zwei bekannte Definitionen von ,Kompetenz“, wobei
die zweite den sozialen Aspekt im Gegensatz zur ersten nicht berlicksichtigt und an das in Abschnitt 1
angefiihrte Motiv fiir die Festlegung von Grundkompetenzen erinnert.

Konkrete Charakterisierungen von Kompetenzorientierung fiir den Mathematikunterricht geben Hanisch &
Benischek (2012, S. 45). Er sollte sich danach ausrichten, dass Aufgaben fiir Lernende so vorbereitet werden,
dass sie zu deren Losung einerseits auf vorhandene Ressourcen zuriickgreifen konnen und andererseits neue
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Losungsstrategien entdecken und lben kdnnen. So kann bereits vorhandenes Wissen mit neuem verknipft
werden. Fir verschiedene Unterrichtsphasen explizieren Mirwald-Scheifinger & Weber (2011, S. 112) das
Entdecken neuer Inhalte und Fragestellungen, das Systematisieren von Ergebnissen herausgefundener
Problemstellungen, das Reflektieren ({ber mathematische Einsichten und Werkzeuge und das
ZusammenschlieRen von altem und neuem Wissen bei der Erarbeitung. In den Ubungs- und Vertiefungsphasen
geht es um das Sichern von Grundkompetenzen, das Gestalten von produktiven, motivierenden
Ubungseinheiten und um Binnendifferenzierung.

4 Kompetenzorientierter Mathematikunterricht
4.1 Die uvw-Sprache zum Beweisen in der Dreiecksgeometrie

Zur Demonstration soll die Existenz des Eckenschwerpunkts
eines allgemeinen Dreiecks ABC bewiesen werden (Go6tz, 2017). 1y
Dazu legen wir das Dreieck so, dass eine Seite auf der x-Achse C (0w)
liegt und der dieser Seite gegeniiberliegende Eckpunkt auf der y-
Achse: Abbildung 2. Der Eckpunkt A hat die Koordinaten (v|0), B
(v]0) und C (0|w). Weiters setzen wiru < v und w >0. Die
Mittelpunkte M, und Mg der Dreiecksseiten AB bzw. BC sind

M (i
BC2

3)

ebenfalls in Abbildung 2 eingezeichnet und ihre Koordinaten SBC
sind dort — nach der Formel Mg =%- (A + B) berechnet — B(v|0) x
angegeben. Fiir die Schwerelinie sy durch den Eckpunkt C Aul0) \MAB(“"‘“[))
S utv EC
finden wir die Parameterform X = (3}) +S'(_2W), analog ist

” Abbildung 2: Dreieck in uvw-Sprache mit
X= )+t (E;u) eine Parameterform der Schwerelinie sz, durch Schnittpunkt S zweier Schwerelinien
2

den Eckpunkt A. Der Schnittpunkt S dieser beiden Schwerelinien hat die Koordinaten (u—zvlg) mit dem

Parameterwerts =t = g Das bedeutet, der Schnittpunkt teil die Schwerelinien im ,Inneren des Dreiecks” im

Verhdltnis 2:1. Man kann nun leicht zeigen, dass der Punkt S auch auf der dritten Schwerelinie s, liegt und
auch diese im Inneren des Dreiecks im Verhaltnis 2:1 teilt.

Die Kernidee der uvw-Sprache ist, Problemstellungen aus der EukLiD'schen (Dreiecks-)Geometrie (zum Teil
aus der Sekundarstufe 1) allgemein analytisch zu beschreiben (,koordinatisieren”), und dann (direkt, ohne
Umwege!) ,nachzurechnen”. Eine Exploration mittels dynamischer Geometriesoftware kann zu einer
Behauptung fiihren, fiir die wir ein (fiir den Unterricht) méachtiges Mittel zur (eigenstandigen) Generierung von
mathematischen Begriindungen gefunden haben. So ist eine Quelle sinnvoller (Standard-)Rechnungen
(Parameterform einer Geraden, Schnitt zweier Geraden, Inzidenzfragen: auch mit einem
Computeralgebrasystem) zur Erkenntnisgewinnung durch Operieren erschlossen worden. Dabei spielt weiters
eine gewisse Haltung eine Rolle, diese Methoden auch einzusetzen. Aufgaben mit konkreten Belegungen fir u,
v und w kénnen zur Binnendifferenzierung (Abschnitt 3) herangezogen werden.

4.2 Intelligentes Uben

Kenntnisse, Fertigkeiten, Verstehen/Vorstellungen, Anwendungsfiahigkeit, (Ubergreifende) Strategien,
Reflexionsfahigkeit und Einstellungen kénnen zu beliebigen mathematischen Themen gelibt werden. Tabelle 2
zeigt eine Aufgabe, die Kenntnisse (iber quadratische Gleichungen anspricht. Zusatzaufgaben wie

e Such dir drei Aufgaben aus! Lose sie! Begriinde, warum du diese gewahlt hast!

e Stell dir vor, du musst alle Aufgaben |6sen und darfst fiinf aussortieren. Welche wiirdest du

aussortieren? Warum?

(Block, 2018, S. 24) sprechen auch Vorstellungen und Reflexionsféhigkeit der Schiilerinnen und Schiiler dazu an.

Ubergreifende Strategien zu diesem Thema werden bei Aufgaben bendtigt, bei denen mehrere
Reprasentationsformen durch Transformationen ineinander Gbergefiihrt werden missen. Die Nullstellen von
Graphen quadratischer Funktionen bzw. die x-Koordinaten der Schnittpunkte von Graphen quadratischer mit
jenen linearer Funktionen kénnen als Lésungen quadratischer Gleichungen interpretiert werden.
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4.3 Fillfunktionen Gleichungen sortieren

Schreibe die Gleichungen auf Kiirtchen und schneide sie aus. Sortiere die Karten
,,Dle Chance, Mathemat|k mit mit den Gleichungen. Nenne deine Kriterien und erlédutere sie.

. Beachte: Es gibt mehrere Méglichkeiten, die Gleichungen zu sortieren.
Erfahrungen zu verbinden, sollte man [...] g g

nutzen, denn Erkenntnisse, die aus einem A B c D
enaktiven Erleben erwachsen, bleiben =2 =3 150100 x"+dx=0 (x-8)"=0 2x+x'-10=0
auch nachhaltiger im Gedichtnis."' | r F G H
(Barzel, 2009, S. 10). Grundvorstellungen ~10=(x+4) ¥ x—4=0 x?=—16x—64 (x=5)x+3)=9
zum funktionalen Denken [ ] ] K ]
(Zuordnungsaspekt,  Kovariationsaspekt 6x' ~15=0 X =x 5x% =-26 (2x=7)" =20
und der Objektaspekt (Barzel, 2009, S. | 7 T % 1
13)) werden bei der Erstellung von | 40 =8x* 4r-(3x4+12)=0 | 4x? +16x4+20=0 & =50
Flllfunktionen angesprochen (Lampert & m ! = 5 ;
Hilgers, o. J.). In Sergi (2022, S. 76 ff.) wird (x-5x+H=0 | 6 a4 #49x—20=16
ein Kegelstumpf mit konstanter Rate ‘ } (43 (x—=9)

befillt. Gesucht ist nun eine Funktion, die Tabelle 2: Block (2018, S. 23)
die Fullhéhe in Abhdngigkeit von der Zeit angibt. Es zeigt sich, dass eine Herleitung in der 5. Klasse AHS mittels

V= % (1,2 + 1, - 1y + 1, 2) fiir das Volumen V eines Kegelstumpfs der Héhe H und mit den Radien r; und r;

_ 2
der Basis- bzw. der Dachflache viel aufwéndiger ist als mit Hilfe von V(h) = 7 - foh (rzH_rl ‘X + rl) dx fir das

Volumen von Rotationskorpern in der 8. Klasse AHS. Hier liegt eine schone Anwendung des Spiralprinzips vor.
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